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Premiére partie - Généralités

(I-1) (a) Soit x € V. On a
reT\ S vw H(z) =z e uv(z) = v (z) v (z) €Uy e xcol))

ce qui montre que Ty = v(U)).

(I-1) (b) Comme u et v commutent, on a t = u, d’ou Ty = U, : la question précédente montre que
U(U)\) = U,\.

(I-1) (c) D’aprés la question précédente, v induit un endomorphisme v|;, de Ux. Comme v est diagonalisable,
il existe un polynome P € C[X] & racines simples tel que P(v) = 0 : par restriction, P(V|y,) = 0, ce qui
montre que vy, est diagonalisable.

(I-2) Soit u € GL(V) d’ordre fini : notons d € Nxq son ordre. Cela signifie que X? — 1 € C[C] est un
polynéome annulateur de u. Comme X¢ — 1 est & racines simples (ses racines sont les d racines primitives
d-émes de 'unité), cela implique que u est diagonalisable.

(I-3) On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial : supposons n > 1. On peut bien entendu
supposer X non vide (sinon il n’y a rien & faire). Si X est uniquement constitué¢ d’homothéties, alors toute
base de V est une base de codiagonalisation : supposons désormais qu’il existe ©v € X qui n’est pas une
homothétie. Soit A € Sp(u) : notons U, = Ker(u — Aldy) le sous-espace propre associé, et W la somme des
autres sous-espaces propres de u : on a dimg(Uy) < n et dime(W) < n. Comme u est diagonalisable, on
aV =Uy®dW.Siv e X, la question 1.c montre que v induit un endomorphisme diagonalisable de U) et
un endormorphisme diagonalisable de W. Notons X (resp. Xy ) I'ensemble des endomorphismes de de U
(resp. W) induits par les éléments de X. Ce qui précéde montre que I’hypothése de récurrence s’applique &
X et Xy : il existe des bases B, et B, de Uy et W respectivement, dans lesquelles les matrices des éléments
de X et Xy sont diagonales. La base B; U B2 est alors une base de codiagonalisation des éléments de X.

(I-4) Si z € C, posons M, = ({ %) € GLy(C). L’application

p: C — GLy(C)
z—= M,

est un morphisme de groupes injectif : son image est un sous-groupe abélien G de GL3(C). Comme M; n’est
pas diagonalisable (sinon, sa seule valeur propre étant 1, il serait semblable, donc égal, & I, ce qui n’est pas).
Cela montre que G n’est pas diagonalisable.

(I-5) Pour z,y € V, posons

O(z,y) =47 L ¥
yeEG

(v(x),v(y)).

C’est une forme sesquilinéaire sur V. Si z € V' \ {0}, on a ¥(y(x),v(z)) > 0 pour tout v € G (parce que
U est définie positive), ce qui montre que ®(z,z) > 0, et donc que ¢ est définie positive. Enfin, si g € G,
I’application v +— yg est une permutation de G, ce qui montre que

®(g(2), 9(y)) = & 2 V(@) 19(v) = B(z.y)

et donc que g est unitaire pour ®.



(I-6) Notons U le produit scalaire hermitien canonique sur V = C". Soit G < GL,(C) un sous-groupe
fini : la question précédente fournit un produit scalaire hermitien ® pour lequel les éléments de G sont
unitaires. Notons 9B, la base canonique de C™, 8 une base orthonormée pour ® et P € GL,(C) la matrice
de changement de base de By a 9B. Soient z,y € V : les vecteurs colonne des coordonnées de x et y dans
la base B sont P71z et P~!y respectivement. On a donc ®(z,y) = (P~ lz)*(P~ly) = 2*P~*P~1y. Si
g € G, on a ®(gx,gy) = ®(x,y), donc *g* P~ *P~1gy = 2* P~1* P~y pour tout z,y € C". Cela équivaut
ag*P~*P~lg = p~*P~1 soit (P~lgP)*(P~'gP) = 1,, i.e. P"1gP € U,. Comme c’est vrai pour tout
g€ G,ona P'GP < U,, et G est conjugué & un sous-groupe de U,,.

Deuxiéme partie - Le cas o1 n vaut 2

(IT-A-1) (a) Soit B une base orthogonale de V : on a un isomorphisme f: End(V) = My(C); g — Maty(g).
Soit ¢ € End(V) et M = Maty(g). Comme B est orthogonale, on a Maty (¢*) = M*. Cela implique que
g € Esi et seulement si M = M* et Tr(M) = 0. Ecrivons M = (%) : les conditions qui précédent équivalent
aa,dcR,c=bet a+d=0, soit encore M = (% _ba) avec a € R et b € C. Cela montre que dimg (F) = 3

b

—a

II-A-1) (b) Conservons les notations de la question précédente. Si g € E, on a Maty(g) = (2 , ce qui
g Y b

. . 2 . 4 .
implique que ¢(g) = —det(g) = —det(M) = a® + |b|*, et montre que g est une forme quadratique définie
positive sur E.

Remarque. Point de vue plus conceptuel : soit g € End(V). D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a g2 — T'r(g)g + det(g) Idy, = 0. En prenant la trace,
on a Tr(g2) — Tr(g)? + 2det(g) = 0, i.e. —det(g) = £ (Tr(g2) — Tr(g)?2). Cela montre que I'application g —» — det(g) est une forme quadratique sur End(V)

(la forme polaire associée est (g1, gg) — %(Tr(gl g2) — Tr(g1) Tr(gs)). La forme quadratique g n’est autre que la restriction de la précédente &4 E C End(V),
et sa forme polaire est (g7, go) — %Tr(gl go) d’aprés ce qui précéde.

(IT-A-1) (c) Avec les notations de la question (II-A-1) (a), l'isomorphisme f: End(V) = My (C) induit un
isomorphisme

EQ{M S MQ(C), M = M*, TI‘(M) = 0} = VeCt{Ml,MQ,Mg}

ot My = (§ %), Mo = (98) et My = (%§). On a q(@My + yMs + 2zMs) = 2® + y? 4+ 2% (¢f question
précédente) : en polarisant, il vient

B(xM; + yMs + zMsz, 2’ My + 3y Ms + 2’ M3) = za' +yy' + 22",

Remarque. Comme on I’a vu dans la remarque précédente, on a B(gq, g2) = + Tr(g1g2)-

(II-A-2) Comme a € U(V),onaa* =a~'.Siz € E, on a z* = z, et donc

1

(axa™)* = (aza*)* = a™*r*a* = ava™
ce qui montre que aza~! € End(V) est hermitien. En outre, on a Tr(aza™!) = Tr(z) = 0 vu que = € E : cela
montre que ara~! € E.

(II-A-3) Si x € E, on a q(p(a)(z)) = qlara™) = —det(aza™!) = —det(z) = g(z), ce qui montre que
¢(a) € O(g)-

(II-A-4) (a) Soit a € Ker(p) : on a ¢(a) = ldg. Pour tout z € E, on a donc ¢(a)(z) = z, i.e. ax = za.
Raisonnons matriciellement : soient 5 une base orthonormée V et U = (: g) € M3(C) la matrice de a
dans 9. Avec les notations de la question (II-A-1) (c), la matrice U commute aux matrices My, Ms et Ms.
L’égalité UM; = M;U implique que 8 = v = 0. L’égalité UM = M>U implique que o = §, ce qui montre
que U = al;. Comme U € Uy, on a en outre |o| =1 : on en déduit que a = aldy . Réciproquement, si « € C
est de module 1 et a = aldy, on a p(a) = Idg. On a donc Ker(p) = {aldy }acv, o0 U = {a € C*; |a] = 1}.

(II-A-4) (b) Comme a € U(V), 'endomorphisme a est diagonalisable en base orthonornée, est ses valeurs
propres appartiennent au groupe U des nombres complexes de module 1 : il existe une base orthonormée
B = (e1,e9) de V et ag,as € U tels que a(er) = axer pour tout k € {1,2}. Il existe § € R tel que
aray !t = € (comme a n’est pas une homothétie vu que a ¢ Ker(p), on a a3 # g, et donc 6§ ¢ 27 Z).
Notons g1, g2, g3 € End(V) les éléments dont les matrices dans la base B sont M, Ms et M5 respectivement.
D’apreés le question (II-A-1) (c), la famille £ := (g¢1,92,93) est une base orthonormée de E (pour q) :

cette derniére fournit une orientation de E. Comme Matyg(a) = A = diag(a,az), et AMA™Y = My,



AMQA_I = ( 0 ew) = COS(@)MQ + sin(@)Mg et AMgA_l = ( 0 o ieie) = —Sin(9>M2 + COS(G)MS, la

e % 0 —ie® 0

matrice de p(a) dans la base orthonormée % est (é Zfég)) C;:gé?)). Cela montre que ¢(a) est la rotation
d’axe Vect(g1) et d’angle 6.

(IT-A-4) (c) D’apreés la question précédente, on a ¢(U(V)) C SO(g) ~ SO3(R). Montrons que c’est une
égalité : soit p € SO(q). C’est une rotation : soit v € F un vecteur directeur unitaire de son axe. Ona y € E
et q(y) = 1, i.e. Tr(y) = 0 et det(y) = —1 : le théoréme de Cayley-Hamilton implique que 72 — Idy = 0, soit
encore que -y est une symétrie, orthogonale vu que v € E est hermitien. Il existe donc une base orthonormale
(e1,e2) de V dans laquelle la matrice de v est diag(1,—1) = M; (rappelons que Tr(y) = 0). Soit 6 l'angle
de p (avec lorientation de son axe donnée par ). Notons a € U(V) I'endomorphisme unitaire de V' dont la
matrice dans la base (eq,ez) est diag(e’?,1). La question précédente montre que ¢(a) = p, ce qui conclut.

(I1-A-5) D’aprés la question (II-A-4), le morphisme ¢ induit un isomorphisme U(V')/U Idy = SO(q). Soit
a € U(V) : il existe une base orthonormeée de V' dans laquelle la matrice de a est diag(aq, as), ot ag, a9 € U.
Comme C est algébriquement clos, il existe a € C tel que a? = ajas. On a bien stir a € U et a~ta € SU(V).
Cela montre que l’application SU(V) — U(V)/U Idy induite par 'inclusion SU(V) C U(V) est surjective.
Son noyau est SU(V)NUIdy = {aldy; a € C, a? = 1} = {£Idy}. On en déduit un morphisme surjectif
m: SU(V) — SO(q) de noyau {+ Idy }.

Munissons R? de sa structure canonique d’espace affine sur R. On dispose d’un iscosaédre régulier =, qu’on
peut supposer centré en 0 (quitte & faire une translation). On sait (admet ?) que le groupe T' des isométries
positives de Z est isomorphe au groupe alterné 5. Posons G = 7~ 1(I') : d’aprés ce qui précéde, on a
G/{£1dy} ST ~ As. Le sous-groupe G C SU(V) est donc fini d’ordre 120, et si A C G est un groupe abélien,
alors m(A) est un sous-groupe abélien de I' ~ 2. Ce dernier est simple non abélien : on a m(A) = {e}, ce qui
montre que A C {+1dy }, et donc que A est d’indice > 60.

(II-B-1) (a) Il existe a € G\ Z tel que a(D) = D : on a (gag=')(g(D)) = g(D), ce qui montre que g(D) est
une droite propre de gag=! € G\ Z, et donc que g(D) € D.

(II-B-1) (b) Si g1,92 € G, on a (g192)(D) = g1(g92(D)) et bien sir Idy (D) = D. Cela fournit une action de
G sur D, soit encore un morphisme de groupes o: G — &p. Sig € Z et D € D, on a bien sir g(D) = D, ce
qui montre quec(g) = ldp, et donc que Z C Ker(o). Le morphisme o se factorise donc en un morphisme de
groupes H = G/Z — &p, ce qui signifie précisément que ’action qui précéde induit une action de H sur D.
(I1-B-2) (a) Soit D € D. Par hypotheése, il existe a € G \ Z tel que a(D) = D, i.e.a-D = D, ou @
désigne 'image de a dans le quotient H = G/Z. Comme a ¢ Z, 'image @ fournit un élément non trivial du
stabilisateur de D : ce dernier n’est donc pas réduit a I’élément neutre. Il est donc d’ordre ep > 1.

(I1-B-2) (b) Posons & = {(h,D) € (H\ e) x D; h-D = D} (ou e désigne I’élément neutre de H). On
dénombre & de deux facons différentes. Comme tout élément de G\ Z a exactement deux droites propres,
pour tout h € H\ {e},on a #{D € P; h- D = D} = 2, ce qui montre que #& = 2(m — 1). Par aiileurs, on a

#6= > #{heH\{e};h-D=D}= 3 (ep—1)
De2 De9
par définition de ep.
(II-B-3) Ecrivons D’ = g(D) avec g € G. Sia € G, on a
a(D') = D' & ag(D) = g(D) & g~ 'ag(D) = D

ce qui prouve de I'application h — ghg~! fournit une bijection du stabilisateur de D dans H sur celui de D’.
Ces deus stabilisateurs ont donc méme ordre, i.e. epr = ep.

(II-B-4) (a) Siie€ {1,...,r} et D € €, lapplication
h— h-D

est surjective, et si hy,he € H alors hy - D = hy - D si et seulement si h;lhg appartient au stabilisateur de
D : cela montre que chaque élément de §2; a exactement e; antécedants par ’application précédente. Il en
résulte que m = #H = e;#€);. Par ailleurs, la formule de la question précédente implique que

T

om—1)=3 3 (ei—l)zé#gi(ei—l): Yom(l-2).

i=1 DeQ; i=1



Cela montre que ; (1 — e%) = 2(1 - %) en divisant par m.
(I1-B-4) (b) D’aprés la question (II-B-2) (a), ona e; >2i.e. 1 >1— L > 1 pour tout i € {1,...,r}, donc
r>2(1-21)= Z (1- —,) >~ (en vertu de la question précédente), i.e. 1 <2(1— 1) <r<4(1-21) <4

2
i=1

(rappelons qu’on a supposé m > 2). Cela montre que r € {2, 3}.
(II-B-5) Onalf—Jrl P f2(17—), i.e. iJri:%.Commeel < m et ea < m (en fait ce sont des

diviseurs de m, etant des ordres de sous- groupeseae hefzj cela implique que e; = e5 = m. Cela signifie que le
stabilisateur de tout élément de D est égal & H en entier, soit encore que 'action de H sur D est triviale :
les orbites sont ponctuelles. Cela montre que #D = 2. Les deux droites composant D sont donc propres pour
tous les éléments de G : le choix de vecteurs directeurs de ces derniéres fournit une base de co-diagonalisation

de G, ce qui montre que G est abélien (isomorphe & un sous-groupe de U2, o U = {z € C, ,|z| = 1}).

(II-B-6) Comme Z (1- —) =2(1-1)ete; =er =2, 0nae; =2 Soit alors D € Q3. Notons G le

stabilisateur de D dans G : le stabilisateur de D dans H est Gp/Z. Par hypothése, ce dernier est d’ordre
2t donc d’indice 2 dans H. Cela implique que Gp est d’indice 2 dans G. Reste & voir que Gp est abélien.
Soient v € D (resp. w € D) un vecteur unitaire : (v,w) est une base orthonormale du plan hermitien V.
Comme G C U(V), si g(D) = D, alors g(D+) = D : cela implique que la matrice de g dans la base (v, w)
est diagonale, & coeffiicients diagonaux dans U. L’ensemble de ces éléments forme donc un sous-groupe de
U(V) isomorphe & U? : il est abélien. Son sous-groupe Gp est donc abélien lui aussi.

(I1-B- 7) Supposons désormais que r = 3 et (ey,e) ;é (2,2). On a 3 — é — é — é =2(1-1), ie
1+ + +f Comme e < ey < e3, onadonc = > 1+m, i.e. e = m+2 < 3 :comme e; > 2 d’aprés
la questlon (II B- 2) ( ), on a necessalrement e1=2: Vi I’hypothése, on a donc ey > 3. L’égalité précedente
implique alors que 5 + H = —|— é § 622 (vu que es < e3), soit encore eg < 4m < 4 :comme ey > 3,0n a
donc e = 3, ce qui montre que g t+2—-42=3+2> 1 Tlennrésulte que 63 < 6 : comme e3 > ey = 3,
on adonc ez € {3,4,5}. Siez =3 (resp. e3 = 4, resp. e3 = 5), on am = 12 (resp. m = 24, resp. m = 60). Cela
montre que (G : Z) = #H < 60 et donc que le groupe abélien Z est d’indice au plus 60 dans G. Finalement,
on a montré que tout sous-groupe fini de U(V') contient un sous-groupe abélien distingué d’indice < 60.
Soit maintenant G' un sous-groupe fini de GLy(C). On muni V := C? de sa structure hermitienne canonique.
D’aprés la question (I-6), il existe P € GLy(C) telle que PGP~ C Uy = U(V). D’aprés ce qui précéde, le
groupe fini PGP~! contient un sous-groupe abélien distingué d’indice < 60 : en conjuguant, il en est de
meéme de G.

Troisiéme partie - La méthode de Frobenius

(III-A-1) Etant unitaire, v est diagonalisable en base orthonormée : soit B = (e1,...,e,) une base de
diagonalisation. Par hypothése, pour tout &k € {1,..., n} il existe ), € [—7, 7] tel que v(ex) = e ey. Ecrivons
n
x =Y. xRep avec Z1,...,T, € C:on a (v(z),z) = Z |z5,|” €%, Si z € C\ R<o, notons arg(z) €] — m, 7|
k=1
son argument principal (de sorte que z = |z| e?28(2)), Posons C ={ze€ C\Rqy; |arg(z)| < 7}.

=
\

C’est un cone épointé dans C. Comme 0 < 7 < 7, il est convexe. Ses éléments sont les nombres complexes
de la forme re’® avec r € Rsg et a € [—7,7]. Comme e* € C pour tout k € {1,...,n}, et comme les xy,
sont non tous nuls (parce que = # 0) 1’égalité qui précéde montre que ®(v(x),x) € C par convexité, ce qui
conclut.

(III-A-2) (a) Soit x € T\ N U : on a vuv~L(x) = Az, i.e. ww=t(z) = Aw~Y(z), i.e. v 1(x) € Uy. Comme
x € Uy, on a donc ®(z,v71(z)) = 0. Comme v est unitaire, v=' est ’adjoint de v : I'égalité précédente se
réécrit ®(v(z),z) = 0. La question précédente implique donc que x = 0.



(ITI-A-2) (b) e Comme u et t commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par ¢ : on a t(Uy) C U,.
Comme ¢ est unitaire, on a aussi t(Uy-) C Us-. Soit maintenant x € T) : écrivons @ = y + 2z avec y € Uy
et z € Ui. En appliquant t, il vient Ay + Az = Az = t(z) = t(y) + t(2) : comme t(y) € Uy et t(z) € U
d’apreés ce qui précéde, on a t(y) = Ay et t(z) = Az par unicité, i.e. y,z € Ty. Il en résulte que z € T\ N Uy,
et donc z = 0 en vertu de la question précédente. On en déduit que Ty C U). Par ailleurs, le calcul effectué
au début de la question précédente montre que Ty = v(Uy), et donc que dimg (7)) = dime(Uy) : Vinclusion
précédente est une égalité.

e Ce qu’on vient de démontrer montre que Sp(t) = Sp(u), et que pour toute valeur propre A\ de wu, les
sous-espaces propres correspondants de u et de t sont égaux. Comme wu et ¢ sont diagonalisables (parce
qu’unitaires), ils sont donc égaux. L’égalité u = t signifie précisément que u et v commutent.

(III-A-3) Soit y € V' \ {0} un vecteur propre de vs~! pour la valeur propre u. Posons x = s71(y) € V :
on az # 0, et v(x) = ps(z). Cela implique que ®(v(z),z) = AP(s(x),x). D’aprés la question (III-A-1)
appliquée a v et & s, il existe r,77 € Rsq et o,/ € [—7,7] tels que ®(v(x),z) = re’® et ®(s(x),z) = et
de sorte que p = %ei(”‘/*"). Comme |u| = 1 (parce que v,s € U(V), donc vs™! € U(V)), on a p = € avec
B =da —a€[-2727] (parce que a, & € [—7,7]).

(ITI-A-4) Observons que si g € End(V) et u € U(V), on a N(gu) = Tr(u*g*gu) = Tr(g*g) = N(g) car
uu® = ldy. De méme, on a N(ug) = N(g). Dans la situation qui nous occupe, cela implique que

N(vuv™'u™! —Idy) = N((vuv™'u™" = ldy)uv) = N(vu — uv) = N(vg — gv)

ot g =u—Idy. On av € U(V) : Pendomorphisme v est diagonalisable en base orthonormeée : soit B une base

orthogonale de diagonalisation de v. Ecrivons Mate (v) = diag (¢?1,...,e"") et Matgy(g9) = (ak,e)1<k,e<n- Si
k¢ € {1,...,n}, on a e — ¢l = ¢! o (eiekieé — e‘iekgez) = 2isin (@)eiek;%, ce qui implique que
| — ¢%| = 2|sin (& 92)| Par hypothese, on a 0y, 0, € [—7, 7], cela montre que |e?* — ewzf < 4sin*(0).
La matrice de vg — gv dans la base orthonormeée ‘B est (( 0k _ ei‘%)ak’g)KMSn :ona

N(vg—gv)= >_ |(e“9’c - eief)ak,g‘z < 4sin2(T) > |ak7g|2 = 4sin2(7)N(g),
1<k <n 1<k <n

ce qui conclut.

(ITI-B-1) (a) Comme G est fini, on dispose de § := ér\l}{rlz }N(g —Idy) € Rsp. Par hypothése, on a
g€ v

Sp(v) = {e™* }1<k<y avec ay, € ] 56 [ Posons 7, := 1glkax loag| :onarT, < g,etdoncc, = 4sin2(Tv) < 1.

Sik € N, la question précédente appliquée avec 7 = 7, et u = uy, implique que N (ug+1—Idy) < ¢, N (ur—Idy).
Une récurrence immédiate montre alors que N (uy —Idy) < kN (u—Idy ). Comme klim ek =0, il existe kg € N
—00

tel que k > ko = c*N(u —Idy) < 8, d’ott k > kg = N(ug — Idy) < §. Par définition de §, cela implique que
ur = ldy dés que k > kg.

(ITI-B-1) (b) e Soit k € N. Les valeurs propres de v (et donc de s = uivu; ') sont toutes de la forme e®
avec o € [— 5 g] d’aprés la question (ITI-A-3), les valeurs propres de upy; = vs~' sont de la forme e%?
avec f € [ — %, Z]. Vu I'hypothése faite sur u, cela montre qu’il existe 7 € [0, 5 [ tel que pour tout k € N,
les valeurs propres de uy sont de la forme e* avec 6 € [T, 7].

e Soit maintenant k € N5 g tel que ug1 = Idy. Cela implique que v et uy = vuk,lv’lu;_ll commutent, et
donc que v et t := uk_lv_lu,;ll commutent. D’aprés ce qui précéde, la question (ITI-A-2) (b) s’applique : les
endomorphismes v et ug_; commutent, i.e. ux = ldy. On a donc (Vk € Nsg) ugy1 = ldy = up = ldy : comme
ug = Idy si k assez grand (¢f question précédente), on en déduit que u; = 0, i.e. que u et v commutent.

(III-B-2) Si g,h € G C U(V), on a N(g — h) = N(gh™ — Idy) comme on I’a vu plus haut : il suffit
de trouver € Ry tel que (Vg € G)N(G —1ldy) < n = g € S. Soit donc g € G C U(V) : écrivons

Sp(g) = {€"* }1<k<n avec O €] — , 7] pour tout k € {1,...,n}, et soit B une base orthonormée de V telle

qu'on ait Matg(g) = diag (e?1,...,e"). Cela implique que Matg (g — Idy) = diag (e’ — 1,... e — 1),
n .

et donc N(g — Ildy) = Y e —1} 4 Z sin? (%). Si n € Rsg est tel que N(g — Idy) < 7, on a
k=1

4 sin? (%’“) <, e ’Sin (%’f)| < M1 soit encore M < Asm(f) pour tout k € {1,...,n}. Il suffit donc de

2
choisir n € R+ tel que 2Asin(4) <Z ien< 4sm (—) =2— /3 (Cest 1ndependant de n).
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(III-B-3) On a dimgr(F) = dimg(End(V)) = 2dimc(End(V)) = 2n?. Notons m la mesure de la boule
unité de E. Pour tout g € U(V), on a N(g) = n : les éléments de G se situent sur la boule de centre 0

et de rayon /n. Soit g1,...,gq un systéme de représentants de G/A : d’aprés la question précédente, on a
k # €= N(gx — g¢) > 7. Cela implique que les boules (fermées) de rayon r := 4 centrées en gi, ..., gq sont

deux & deux disjointes. Par homogénéité, elles sont de mesure 727" m : leur réunion étant disjointe, elle est
de mesure 2" md. Par ailleurs, elles se trouvent dans la boule fermée de centre 0 et de rayon /n + r (de
mesure (y/n + r)2”2m), mais ne rencontrent pas la boule ouverte de centre 0 et de rayon /n — r (de mesure
(v — )27 m) : elles sont incluses dans la couronne fermée comprise entre les spheéres de centre 0 de rayon
Vv —r et \/n+r, qui est donc de mesure ((y/n + r)2’ — (/n — r)znz)m. Cela montre que la mesure de la
réunion des boules est inférieure a la mesure de la couronne, i.e. que 72" md < ((v/n+7)?"" —(yVn—r)*")m.

2 2
En divisant par r2”2m, il vient [G : A] = d < (4 + 1)2n — (@ + 1)2n : on conclut en observant que

ﬂzg\/@
T n

(ITI-B-4) Pour conclure, il s’agit de justifier que le sous-groupe A de G est abélien et distingué. D’aprés
la question (III-B-1), les éléments de S commutent deux & deux : le sous-groupe de G qu’ils engendrent est
abélien. Enfin, la partie S de G est stable par conjugaison (le spectre est un invariant de similitude) : cela
implique que A est distingué dans G.



